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SOLUSI PENDEKATAN TERBAIK SISTEM PERSAMAAN LINEAR TAK 
KONSISTEN MENGGUNAKAN DEKOMPOSISI NILAI SINGULAR 
 
Febrianti, Evi Noviani, Nilamsari Kusumastuti 
 
INTISARI 
 
Suatu sistem persamaan linear dikatakan konsisten apabila terdapat solusi yang memenuhi sistem 
persamaan linear tersebut. Jika tidak ada solusi yang memenuhi dalam sistem persamaan linear maka 
dikatakan tak konsisten.  Sistem persamaan linear tak konsisten masih dimungkinkan mencari nilai x 
sedekat mungkin dengan b yaitu, xr.  Matriks A yang merupakan matriks koefisien dari sistem persamaan 
linear tak konsisten difaktorkan menjadi dua matriks ortogonal dan sebuah matriks diagonal dengan 
bentuk A=U∑VT. Matriks ∑ merupakan matriks diagonal yang entri-entri diagonal utamanya berupa 
nilai-nilai singular dari A
T
A dan AA
T
.  Matriks U kolom-kolomnya berupa vektor-vektor ortonormal 
dengan vektor eigen dari AA
T
 . Matriks V kolom-kolomnya berupa vektor-vektor ortonormal dengan 
vektor eigen dari A
T
A .. Matriks U dan V akan membentuk basis ortonormal.  Selanjutnya untuk mencari 
solusi pendekatan terbaik yaitu dengan proyeksi ortogonal Axr pada R(A), dengan R(A) merupakan ruang 
baris pada matriks A. 
 
Kata kunci: SistemPersamaan Linear, Dekomposisi Nilai Singular, Basis ortonormal. 
 
PENDAHULUAN 
Sering dijumpai suatu sistem persamaan linear      tak konsisten.  Pada kasus ini sistem tidak 
mempunyai solusi dan   tidak berada dalam  ( ), dengan  ( ) merupakan ruang baris pada matriks 
    . Dalam hal ini, hanya bisa dihitung pendekatan terbaik dari solusinya yaitu vektor   , sehingga 
       
dengan    berada dalam  ( ) dan    adalah vektor yang jaraknya terdekat dengan  . Untuk 
memperoleh     yang jaraknya terdekat dengan   dapat diperoleh dengan memproyeksikan ortogonal 
    pada  ( )[1].  Proyeksi ortogonal dipandang sebagai aproksimasi (pendekatan). 
Jika P adalah sebuah titik di dalam ruang berdimensi 3 dan W adalah sebuah bidang yang melewati 
titik asal ruang tersebut, maka titik Q pada W yang jaraknya terdekat dengan P dapat diperoleh dengan 
memproyeksikan P secara tegak lurus terhadap W.  Misalkan     ⃗⃗⃗⃗  ⃗, jarak antara P dan W diberikan 
oleh persamaan 
‖        ‖, 
sehingga        sebagai pendekatan terbaik bagi u relatif terhadap vektor-vektor pada W.  
Berdasarkan teorema mengenai pendekatan terbaik, jika   adalah subruang berdimensi hingga dari 
suatu ruang hasil kali dalam   dan jika   adalah sebuah vektor pada  , maka        merupakan 
pendekatan terbaikbagi   pada ,sehingga berlaku 
‖        ‖  ‖   ‖ 
untuk setiap vektor w pada  yang bukan       . 
Teorema pendekatan terbaik dijelaskan sebagai berikut, untuk setiap vektor w pada W dapat 
dituliskan 
                         (1) 
dengan          merupakan selisih dari dua buah vektor pada W dan          ortogonal 
terhadap W, sehingga kedua suku pada sisi kanan (1) saling ortogonal.  Dengan demikian, 
‖   ‖  ‖        ‖
  ‖        ‖
  
Jika         maka suku kedua dari penjumlahan di atas akan bernilai positif, sehingga 
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‖   ‖  ‖        ‖
  
atau secara ekuivalen 
‖   ‖  ‖        ‖. 
Salah satu cara untuk menentukan solusi pendekatan sistem persamaan linear tak konsisten dengan 
proyeksi ortogonal yaitu menggunakan Dekomposisi Nilai Singular [2]. DekomposisiNilai Singular 
merupakan pemfaktoran matriks koefisien ke dalam dua matriks ortogonal U dan V, dan sebuah 
matriks diagonal   [3].  Berdasarkan uraian tersebut, maka penelitian ini mengkaji lebih lanjut tentang 
bagaimana menentukan solusi pendekatan terbaik suatu sistem persamaan linear tak konsisten 
menggunakan Dekomposisi Nilai Singular. Dalam penelitian ini, matriks yang digunakan adalah 
matriks atas real berordo    . Ruang hasil kali dalam yang dikaji menggunakan ruang hasil kali 
dalam Euclidean. 
 
DekomposisiNilai Singular 
Dekomposisi Nilai Singular merupakan pemfaktoran matriks koefisien menjadi tiga bagian yaitu 
dua matriks ortogonal dan sebuah matriks diagonal.  Salah satu dari ketiga matriks tersebut adalah 
matriks yang entrinya merupakan nilai singular dari matriksnya [4]. 
 
Definisi 1 [3]  Dekomposisi nilai singular matriks real      adalah faktorisasi 
           (2) 
dimana      dan      merupakan matriks ortogonal dan   adalah matriks diagonal    .  
Matriks diagonal   memuat nilai singular dari                 dan                
secara terurut dari besar ke kecil sedangkan entri lainny aadalah nol, yaitu 
  [
   
  
]     (3) 
dengan    merupakan matriks diagonal     yang entri-entri diagonalnya yaitu nilai-nilai singular 
tak nol           . Matriks    selanjutnya dinyatakan dengan 
   
[
 
 
 
 
                          
                          
                                      
                        
                          ]
 
 
 
 
. 
Definisi 1 dapat dijelaskan sebagai berikut, dimisalkan matriks ∑ merupakan matriks diagonal 
berordo     dengan entri diagonalnya yaitu nilai singular dari               .  Matriks 
  [               ] merupakan matriks ortogonal     dengan kolom-kolomnya vektor 
eigen     
   yang dinormalisasikan yaitu: 
   
 
‖  ‖
   
dengan    vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen.  Untuk setiap        ,    akan 
membentuk basis ortonormal untuk  (   )   ( ), dengan  ( ) merupakan ruang null pada 
matriks  .  Sedangkan untuk setiap      ,    akan membentuk basis ortonormal untuk  ( 
 ) dan 
himpunan [       ] membentuk basis ortonormal untuk  
 . Sedangkan matriks   
[              ] matriks ortogonal     dengan vektor-vektor kolomnya memuat vektor-
vektor eigen      
  yang dinormalisasikan yaitu: 
   
 
‖  ‖
   
untuk setiap        ,    akan membentuk basis ortonormal untuk  ( 
 ).  Sedangkan untuk 
setiap      ,    akan membentuk basis ortonormal untuk  ( ) dan himpunan [       ] 
membentuk basis ortonormal untuk   . Banyaknya elemen diagonal   adalah  
Solusi Pendekatan Terbaik Sistem Persamaan Linear Tak Konsisten ... 93  
 
min{   } dari   dan  , yaitu yang lebih kecil diantara banyaknya baris dan banyaknya kolom  .  
Sedangkan   kolom matriks   adalah vektor-vektor ortonormal dengan vektor eigen dari     dan 
bersesuaian dengan nilai eigen            dan   kolom matriks   adalah vektor-vektor ortonormal 
dengan vektor eigen dari     dan bersesuaian dengan nilai eigen           . Karena kolom-kolom   
dan   adalah vektor-vektor ortonormal dengan vektor eigen dari matriks simetris     dan     maka 
kolom-kolom   dan   saling ortogonal sedemikian sehingga          . Selanjutnya akan 
diberikan teorema mengenai Dekomposisi Nilai Singular. 
 
Teorema2 [4] Jika   adalah sebarang matriks berordo   , maka   mempunyai Dekomposisi Nilai 
Singular. 
Bukti: Jika   adalah matriks berordo    , maka     
   adalah matriks simetri, oleh karena itu 
nilai eigen dari    adalah tak negatif  dan   mempunyai   yang ortogonal.  Dapat diasumsikan bahwa 
kolom-kolom dari   telah tersusun urut sehingga nilai-nilai eigen yang bersesuaian memenuhi: 
             
nilai singular dari   diberikan oleh    √   dengan          . Banyaknya kolom  
   sama 
dengan banyaknya kolom  , yaitu   dan  (   )   ( ) sehingga  ( )   (   )   . Karena     
simetris, maka ranknya sama dengan banyaknya nilai eigen tak nolnya.  Jadi, setelah diurutkan dalam 
penulisan nilai eigen diperoleh: 
             (untuk nilai-nilai eigen positif) dan                   (untuk nilai-
nilai eigen bernilai nol). Hubungan yang sama juga berlaku untuk nilai-nilai singularnya, yaitu: 
             dan                 . Misalkan    [       ] adalah matriks 
dengan kolom-kolomnya vektor-vektor ortonormal dengan vektor eigen dari     dan    
[           ] adalah matriks dengan kolom-kolomnya vektor-vektor ortonormal dengan nilai eigen 
yang bernilai nol. Matriks   dinyatakan oleh: 
  [    ] 
Misalkan    adalah matriks diagonal berordo     yang entri-entri diagonal utamanya adalah nilai-
nilai singular tak nol              .  Matriks      dinyatakan pada persamaan (3). 
Karena kolom-kolom dari    adalah vektor-vektor eigen dari  
    yang bersesuaian dengan    .  
Jadi         dengan                . Kolom-kolom dari    kemudian membentuk basis 
ortonormal untuk  (   )   ( ). Dengan demikian,      .  Karena   adalah matriks ortogonal, 
maka      .  Karena   [    ], maka: 
   [
  
 
  
 ] 
   [    ] [
  
 
  
 ] 
       
      
    (perkalian matriks) 
     (    
      
 )                       (      
      
 ) 
        
       
   (sifat distributif) 
        
     (karena      ) 
Selanjutnya akan dikonstruksikan matriks ortogonal   yang berordo    yaitu: 
          (persamaan (2)) 
            (kedua ruas dikalikan dengan  ) 
          (karena     )      (4) 
Selanjutnya membandingkan   kolom-kolom pertama dari setiap ruas persamaan, sebagai berikut: 
     
94 FEBRIANTI, E N0VIANI, N KUSUMASTUTI 
 
 
  [       ]   [       ] [
     
     
    
    
] 
 [            ]  [             ] (operasi perkalian matriks)      (5) 
 [            ]  [             ] (operasi skalar pada matriks)      (6) 
Dari persamaan (5) dan (6) diperoleh: 
         dengan         . 
Jadi dapat didefinisikan: 
   
 
  
   dengan                    (7) 
dan    [       ]  maka persamaan (4) menjadi: 
         
Kolom-kolom dari    [       ] akan membentuk himpunan ortonormal, karena: 
  
    ((
 
  
   )
 
(
 
  
   )) (dengan      dan      ) 
           ((
 
  
  
   ) (
 
  
   )) (sifat transpose matriks) 
           
 
    
  
 (     ) (     adalah skalar) 
           
  
 
    
  
     ( 
   mempunyai      
 ) 
 
  
  
  
    
  
       . 
Berdasarkan persamaan (7), maka setiap   ,       akan berada di dalam  ( ).  Dimensi untuk 
 ( ) adalah  ,    membentuk basis ortonormal untuk  ( ). Ruang vektor  ( 
 )   ( )  
mempunyai dimensi    .  Misalkan {             } adalah basis ortonormal untuk  ( ) dan 
tetapkan    [           ], sehingga 
  [    ] 
Matriks   akan membentuk basis ortonormal untuk   , sehingga   adalah matriks ortogonal. 
Diperoleh : 
     [    ] [
   
  
] [
  
 
  
 ] 
            [     ] [
  
 
  
 ]  (sifat operasi perkalian matriks) 
          (persamaan (2)) 
karena dapat ditunjukkan bahwa        maka teorema 1 terbukti. 
 
Mencari Solusi Pendekatan Terbaik Sistem Persamaan Linear Tak Konsisten Menggunakan 
Dekomposisi Nilai Singular 
Pada kasus ini sistem persamaan linear tak konsisten, sehingga hanya bisa dihitung pendekatan 
terbaik dari solusinya.  Dalam hal ini, solusi pendekatan terbaik tersebut adalah vektor    sehingga 
       
dimana    di dalam R(A) dan    adalah vektor yang terdekat dengan  .  Solusi pendekatan terbaik 
pada kasus ini diberikan oleh persamaan yaitu 
     
〈    〉
  
 
          (8) 
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dimana    yaitu vektor-vektor    dengan      ,    yaitu vektor-vektor    dengan       dan 
   yaitu nilai-nilai singular tak nol dengan              disebut sebagai solusi pendekatan 
terbaik, artinya jika       , maka    adalah vektor di R(A) yang terdekat dengan  .  Sehingga 
vektor (    ) akan tegak lurus dengan setiap vektor di R(A) termasuk vektor yang merentang R(A) 
yaitu vektor-vektor    dengan      ,    adalah vektor yang ortonormal, maka berlaku: 
〈(    )   〉  〈(     )   〉 
  〈(   ( 
〈    〉
  
 
     ))    〉 
  〈(   
〈    〉
  
 
      )    〉 
  〈(   
〈    〉
  
 
       )    〉 
  〈(   〈    〉
 
     )   〉 
  〈    〉   〈    〉〈     〉
 
    
                                〈    〉  〈    〉   . 
Dengan demikian dari persamaan di atas,  bahwa       tegak lurus terhadap  ( ) dan solusi yang 
diperoleh pada persamaan (8) merupakan solusi pendekatan terbaik [2]. 
 
Contoh1 Tentukan solusi dari sistem persamaan linear berikut 
        
           
          
     (9) 
Jawab : 
Sistem persamaan linear  (9) direduksi dalam perkalian matriks diperbesar dan menentukan r(A) 
dan r(A|b) yaitu, 
[
      
           
           
]        [
      
           
        
]      [
      
           
        
]        
[
        
           
        
]       [
        
           
        
] 
Terlihat r(A) = 2 dan r(A|b) = 3 maka  r(A) ≠ r(A|b) sehingga SPL pada Contoh1 tak konsisten. 
Jika   [
   
  
  
] , maka    [
   
    
].  Selanjutnya akan dicari matriks ortogonal     
   
dan      
 . 
Menentukan     
  . 
   [
   
    
] [
   
  
  
]  [
   
   
] 
Mencari nilai eigen dan vektor eigen dari     
   
 ( )     [     ] 
  [
     
     
] 
  (    )(    )  ( )( ) 
 ( )               
                (10) 
                (11) 
Dari persamaan (10) dan (11) maka diperoleh    √   dan    √  .  Selanjutnya ditentukan 
vektor eigen yang bersesuaian dengan persamaan (10) yaitu: 
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{[
 
 
]        }            sehingga    [
 
 
] 
dan vektor eigen yang bersesuaian dengan persamaan (11) yaitu: 
{[
 
 
 
 
]        }            sehingga    [
 
 
 
 
]. 
Kemudian mengortonormalkan vektor-vektor eigen tersebut agar diperoleh matriks   yang ortogonal. 
Untuk    [
 
 
];       [
 
 
] 
Untuk    [
 
 
 
 
];       
⟨     ⟩
‖  ‖ 
   [
 
 
 
 
]  
⟨[ 
 
 
 
]  [
 
 
]⟩[
 
 
]
‖[
 
 
]‖
  [
 
 
 
 
] 
Sehingga basis ortonormal   [    ] adalah 
  
  
  
‖  ‖
 
[
 
 
]
‖[
 
 
]‖
 [
 
√ 
 
√ 
],   
  
  
‖  ‖
 
[ 
 
 
 
]
‖[   
⁄
    
]‖
 [
 
 
√ 
 
√ 
]. 
Selanjutnya mencari nilai eigen dan vektor eigen dari      
  yaitu: 
   [
   
  
  
] [
   
    
]  [
    
   
    
] 
 ( )     [     ] 
 [
      
     
      
] 
 (    )(   )(    )  (    )  (    )( )( ) 
 ( )               . 
                (12) 
                (13) 
                (14) 
Dari persamaan (12) dan (13) maka diperoleh    √   dan    √  .  Selanjutnya ditentukan 
vektor eigen yang bersesuaian dengan persamaan (12) yaitu: 
{[
 
 
 
 
 
]        }           sehingga    [
 
 
 
 
 
] 
vektor eigen yang bersesuaian dengan persamaan (13) yaitu: 
{[
  
 
 
]        }           sehingga    [
  
 
 
] 
dan vektor eigen yang bersesuaian dengan persamaan (14) yaitu: 
{[
 
 
  
 
 
 
  
]        }            sehingga    [
 
 
  
 
 
 
  
] 
Kemudian mengortonormalkan vektor-vektor eigen tersebut agar diperoleh matriks   yang ortogonal, 
untuk    [
 
 
 
 
 
];       [
 
 
 
 
 
] 
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Untuk    [
  
 
 
];          
⟨     ⟩
‖  ‖ 
   [
  
 
 
]  
⟨[
  
 
 
]  [
 
 
 
 
 
]⟩
‖[
 
 
 
 
 
]‖
 [
 
 
 
 
 
]  [
  
 
 
]. 
Untuk    [
 
 
  
 
 
 
  
];       
⟨     ⟩
‖  ‖ 
   
⟨     ⟩
‖  ‖ 
   [
 
 
  
 
 
 
  
]  
⟨[
 
 
  
 
 
 
  
] [
 
 
 
 
 
]⟩[
 
 
 
 
 
]
‖[
 
 
 
 
 
]‖
  
⟨[
 
 
  
 
 
 
  
][
  
 
 
]⟩[
  
 
 
]
‖[
  
 
 
]‖
  [
 
 
  
 
 
 
  
] 
Sehingga basis ortonormal untuk   [      ] adalah 
  
  
  
‖  ‖
 
[
 
 
 
 
 
]
‖[
 
 
 
 
 
]‖
 
[
 
 
 
 
 
 √  
 
 √  
 
 √  ]
 
 
 
 
,   
  
  
‖  ‖
 
[
  
 
 
]
‖[
  
 
 
]‖
 [
 
 
√  
 
 
√  
],   
  
  
‖  ‖
 
[
 
 
  
 
 
 
  
]
‖[
 
 
  
 
 
 
  
]‖
 
[
 
 
 
  
 
√   
  
√   
 
 
√   ]
 
 
 
 
. 
Matriks U dan V, serta matriks diagonal ∑ yang terbentuk yaitu: 
  
[
 
 
 
 
 
 √  
 
 
√  
 
 
√   
 
 √  
 
  
√   
 
 √  
 
√  
 
 
√   ]
 
 
 
 
,   [
√   
 √  
  
] dan   [
 
√ 
 
√ 
  
√ 
 
√ 
]. 
Selanjutnya mencari solusi pendekatan terbaik untuk SPL pada contoh 1, yaitu: 
    
〈    
 〉
  
 
      
〈    
 〉
  
   
〈    
 〉
  
  = 
⟨[
  
 
 
] 
[
 
 
 
 
 
 √  
 
 √  
 
 √  ]
 
 
 
 
⟩
√  
[
 
√ 
 
√ 
]  
⟨[
  
 
 
] 
[
 
 
  
 
√  
 
 
√  ]
 
 
 
⟩
√  
[
  
√ 
 
√ 
]=
  
 √  
√  
[
 
√ 
 
√ 
]  
  
√  
√  
[
  
√ 
 
√ 
] 
 [
       
      
]. 
Sehingga diperoleh solusi pendekatan terbaik untuk sistem persamaan linear tak konsisten (9) yaitu: 
          dan          dengan mensubsitusikan kembali nilai           dan          
ke persamaan sistem persamaan linear (9) 
     (       )   (      )        
     (       )                  
 (       )   (      )         . 
 
PENUTUP 
Sistem persamaan linear tak konsisten dapat dicari solusi pendekatan terbaiknya yaitu vektor    
sehingga       , dimana    di dalam R(A) dan    adalah vektor yang terdekat dengan  .  Pada 
kasus ini diberikan oleh persamaan yaitu 
     
〈    〉
  
 
     . 
dimana    yaitu vektor-vektor    dengan      ,    yaitu vektor-vektor    dengan       dan 
   yaitu nilai-nilai singular tak nol dengan              disebut sebagai solusi pendekatan 
terbaik, artinya jika       , maka    adalah vektor di R(A) yang terdekat dengan  .  Sehingga 
vektor (    ) akan tegak lurus dengan setiap vektor di R(A).  Langkah pertama untuk mencari 
solusi pendekatan terbaik SPL tak konsisten menggunakan Dekomposisi Nilai Singular menentukan
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nilai eigen dan vektor eigen dari     dan    . Kemudian membentuk matriks V dengan kolom-
kolomnya berupa vektor eigen dari     merupakan himpunan ortonormal, sedangkan matriks U 
dengan kolom-kolomnya berupa vektor eigen dari     merupakan himpunan ortonormal dan 
membentuk matriks diagonal ∑ dengan entri-entrinya akar kuadrat dari nilai eigen     dan     (nilai 
singular tak nol dari A) yang terurut dari yang paling besar hingga yang paling kecil.  Dalam hal ini, 
nilai singular tak nol merupakan jumlah rank dan akar jumlah kuadrat nilai-nilai singularnya sebagai 
norm dari matriks A. 
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